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Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden.

3.1 - Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden. Ecuacién Indicial:

En esta tercera parte veremos las Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden, con coeficientes
variables, del tipo de la siguiente, que es particularmente fértil en cuanto a sus aplicaciones:

y' +n(x).y +p(x).y =0
Aqui,
cC) ) = LY (B
(x-a) (x-a)?

Se puede ver que n (X ) tiene un polo de primer orden en X = a, en tanto que u ( X ) tieneen €
mismo punto un polo de segundo orden. Reemplazando segun (3.1), podemos reformular la
ecuacion diferencial asi:

(x-a)’y" + (x-a)a(x).y +B(x).y =0 (3.2

S a (x)y A (x) sonanaliticas en x = a, esta ecuacion acepta una solucion en serie de potencias
de(x-a), como lague sigue:

nKx) =

y(x)=(x-a) 2 cn(x-a)" =(x-a)[c+ci(x-a)+c(x-a)’ +...]
=0
) (33)
donde Co# 0

¥ €S un numero, en general complejo. Mas adel ante veremos cOmo determinarlo.

Probaremos a continuacion la validez de la (3.3). Para ello, a partir de la (3.2) desarrollaremos
los diferentes elementos que aparecen en la (3.3). Iniciaremos la tarea con las dos funciones de x,
las que expresaremos como series de potencias alrededor del punto a:

a(X) = ao+ ar(x-a) +as(x-a)’+as(x-a)+ ...

y B(X) = Po + P1(x-a)+ Pz (x-a)* + Pz (x-a)y+ ...

Seguiremos con €l calculo de las derivadas de y ( x ), a partir de (3.3), la que previamente
desarrollaremos también en serie de potencias:

y(x) = X cn(x-a)y’" (34)
m=0
Su derivada primera es:

0

y' (x)=2Z(y+m)cm(x-a) ™! =(x-a) " [Coy+Ca(y+1)(x-a)+
m=0

+ c(y+2)(x-a)’+ ...]
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A continuacion derivaremos nuevamente esta Ultima funcion:

o]

y'(x) = Z om (y+m)(y +m-1)(x-a)" "’
m=0

y'(x) = (x-a)""?[coy(y-1) + ca(y+1) vy (x-a) +
o (y+2)(y +1)(x-a)*+ ... ]

Al reemplazar ambas derivadas en (3.2), resulta:
(x-a)" [Gy(y-1)+ca(y+1)y(x-a)+ca(y+2)(y+1)(x-a)...] +
+[ao tar(x-a) +...](x-a) . [y +c(y+1l)(x-a) +...]+
+[Bo+ Br(x-a) +...](x-a)' [ G+ cyx-a) +...]1=0

O también, reagrupando términos de modo de sacar 10s coeficientes ¢, como factor comun:
Coy(y-1)(x-a)'+cy(y+1)(x-a)" ' +c(y+1)(y+2)(x-a)"? +

+...+ Cy[ao(x-a)’ +ai(x-a)"' +az(x-a)""? +asz(x-a)’"’+

+ .. ]+t a(y+ D) [ao(x-a)t +tai(x-a) P+ aa(x-a) "t . ]+
+ C(y+2)[ao(x-a)"?+ari(x-a)’ ™+ ...+ ...+
+ C[Bo(x-a) + Br(x-a)'™ +Ba(x-a)'™?+ Ba(x-a)"™> + ... ]+
+a[Bo(x-a) ' +Ba(x-a) " P+ Pa(x-a) "+ ]+
+ G [Bo(x-a) "2 +Bi(x-a) " +...]+c[Bo(x-a) " +...]+...=0

(3.5)

Para que se cumpla esta igualdad es condicion suficiente que los coeficientes correspondientes a
cada una de las potencias de ( x - a) sean nulos todos ellos. De acuerdo con esto, agrupando los
términos que multiplican ala potencia de menor grado de ( x - a), gue como vemos corresponde
a(x - a)’, encontramos la ecuacion siguiente, que nos permitira obtener € valor dey:

Y(v-1)C + 7 0o Cot BoC =0
En efecto, como impusimos la condicion:
Co# O,
simplificando, aparece |a siguiente ecuacién de segundo grado
v(v-1) +vyao+Po=0
V¥ +(ao-1)y+Bo=0

Lasraices de esta ecuacion, que se conoce como "Ecuacion Caracteristica o Indicial”, definen el
o losvalores dey que, como ya hemos dicho, son en general nimeros compl g os.
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_ (oo -1) + Y (0o -1)2 - 4B,
2

(3.6)

Y

De aqui se concluye que los posibles valores de y son:

Dos numeros compl g os conjugados entre si
. Dosnumeros reales diferentes, o bien
. Queexistaun unico valor paray (Raiz doble), que en este caso seratambién real.

Veremos a continuacion como determinar los coeficientes ¢, a partir de las ecuaciones (3.5) y
(3.6).

3.2 - Determinacion de los coeficientes ¢y

Del andlisis de la ecuacion (3.5) surge que los distintos coeficientes ¢, ho son independientes
entre si. Por |o tanto, para su definicion, se conviene en elegir ¢, = 1. A partir de tal eleccion, y
teniendo en cuenta que, como dijimos, deben ser nulos los coeficientes que multiplican a cada
unade las potencias de ( x - a) deigual grado, es posible determinar |os demas coeficientes cp,.
Comenzaremos por calcular ¢; a partir de la mencionada ecuacion (3.5):

Coeficientede (x - a)' ™"

[ciy(y+1) + ao(y+1)c + a1yCo + CiPo + CoPr](x-a)'™ =0
Reemplazamos el valor adoptado, ¢, = 1, conlo que resulta:

Gy(y+1) + ao(y+1)cr + ary+ CiPo +P1=0
De aqui:
— a1y + Ba
y(y+1) + a(y+1) + Bo

Desde luego, para calcular ¢, € valor dey a utilizar en esta ecuacion debe ser uno cualquiera de
los dos obtenidos al resolver la ecuacion indicial. Verificaremos ahora que, con € soporte de la
ecuacion indicial, es posible hallar los demas coeficientes en forma sucesiva, a partir del
conocimiento de los inmediatos anteriores.

CL =

Trataremos de calcular c,, partiendo de los coeficientes de ( x - @) * en la ecuacion (3.5):
[Co(y+1)(y+2) + Gazy +Coa(y+l) +Croo (y+2)+
+ CoP2 + CiP1 + G Pol.(x-a)"? =0

Por |o tanto:
(o2y + B2) + Cafow (y+1) + Ba]

(y+1)(y+2) + ao(y+2)

C =
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L os demas coeficientes, ¢z, C4, €tc., se determinan de modo similar.

3.3- Caso particular: a=0.
En el caso particular en que a= 0, la ecuacion:
y"+nx).y +px).y=0
se resuelve de maneraidéntica, bastando solo con hacer
a(x) =x.n(x)
y B(x)=x%u(x)
y desarrollar luego la ecuacién en potencias de x alrededor del punto x = 0.
Con esto, la ecuacién equivalente de la (3.2) queda modificada como sigue:
X2y" +x.0(x).y +B(x).y =0
A suvez, la solucion, ecuacion (3.4), se transforma en este caso en

o0

y(x)= X  Cpn x'™ (3.7)
m=0

Paraterminar, las férmulas para el célculo de los coeficientes son idénticas alas del caso general,
yaque en ellas no interviene la constante "a".

3.4 - Ecuacion Diferencial Hipergeométrica de Gauss:
Sellamaasi alaecuacion
X(1-x)y"+[C-x-(A+B)x]y -ABy =0 (3.8
Al compararla con laforma general de la Ecuacion de Segundo Orden y Coeficientes Variables:
y' +n(x).y +p(x).y =0
podemos ver quelosvaloresde n (x) y p(x) son respectivamente:
C-(1+A +B)x

n(x) =
X(1-x)
y H(X) = i
x(1l-x)

W A estaaltura puede parecer arbitraria laforma dada ala ecuacion, asi como la eleccion de las constantes A, By C.
Sin embargo hay unarazon valedera para ello, como se comprendera al analizar las ecuaciones (3.12) y (3.14).
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Lospuntossingularesde n(x) y de p(x) sonenambos casos:
x=0 vy x=1

Para resolver la ecuacion hipergeométrica debemos efectuar su desarrollo en serie alrededor del
punto X = 0. Se comienza por transformar la ecuacion multiplicando todos los términos por X, y
dividiéndolos por 1 - x:

(1-x) (1-x)
Al comparar esta ecuacion con la (3.2),
Xy + x.o(x).y +B(x).y =0 (3.2)

se verifican las siguientes coincidencias:
C-(1+A+B)x
1-x
AB

y B(x)=-——"—x
1-x

a(x) =

A continuacién desarrollaremos estas dos expresiones en serie de potencias de x, en el intervalo
O0<x<1
obteniendo, respectivamente,
a(X)=[C-(1+A+B)x](1+x+x*+x3+x*+...+x"+...) =
S C+CXx +CxX*+ CxXP+ Cx* +.. .- x - X -3 - x*-x°-... -

SAX-AX-AX-AX - . -Bx-Bx?-Bx3-Bx*-...

B(x)=-ABx.(1+ x+x+x+x*+...+x"+...)
De aqui deducimos las relaciones:

a(0) =0a,=C y B(O) =Po=0
Reemplazando estos valores en la ecuacién indicial,

v(y-1) +y oot Bo=0
la misma gueda asi:

y(y-1)+ C.y =0
Por tanto, lasraices de la ecuacion indicial son, en el caso presente:

y=0 o] y=1-C

Si elegimoslaprimerade éllas, y = 0, segun (3.7) la solucién de la ecuacién hipergeométrica es.

R. Abascal - Andlisis de Sefialesy Sstemas
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o]

y(x)= Z X" =G+ X + X+ X+ x4+
m=0
y por lo tanto:

V(X)) =+ 26X + 3c3x® + 4cx3+ Bosxt + ..

e V' (X) = 2C,+6BCsX + 12Cax? + 200G+ ...

A continuacién reemplazaremos estos valores en la ecuacion (3.8):
X(1-X)(2C+6C3x + 12¢C4x> + 20C5XC+ ...) +
+[C-(A+B+1)x](ci+ 2Cox + 3Cax® + 4cyX>+ 5esx*+ ... ) -
-AB(Co + X + X2+ e+ oxt+...) =0

LIegados a este punto, podemos obtener e coeficiente de x° (es decir, el término independiente) a
partir de la ecuacion:

Cci-ABc =0
En efecto, como hemos aceptado para ¢, €l valor 1, ¢, = 1, a reemplazar queda:
C = E
C

De modo similar se calculan los otros coeficientes: Por jemplo, para el término de primer grado,
X, laecuacion resulta:

[2Cc2-ci(A+B+1)+2Cc-ABc ] x=0
De aqui:
2(C+1)c, = (A+B+AB+1)c (3.9

(A+B+AB+1) AB
2(C+1) C

C =

Notemos que la ecuacion (3.9) puede escribirse también asi:

(A+B+AB+1) . _ (A+1).(B+1)
2(C+1) (1+1).(C+1)

Como veremos enseguida, esta forma es particularmente interesante. Efectivamente, en el caso de
x? , laecuacion del coeficiente correspondiente es:

[-2C, +6C3-2C(A+B+1)+3Cc3-ABc] X =0

C = (3.10

3(C+2)cs=(2A+2B+AB+4)c

Despejamos c; y obtenemos:
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C3=(2A+ZB+AB+4) = (A+2).(B+2) C
3(C+2) (1+2).(C+2)

A partir de las expresiones (3.10) y (3.11), se deduce por recurrencia la siguiente formula general
gue permite obtener cualquier coeficiente en funcidn del inmediato anterior:

(A+n).(B+n)
(1+n).(C+n)

(3.12)

Cn +1 — Cn (3.12)

La solucion de la ecuacion hipergeométrica es, por su parte:

o0

= Toxw=1+AB o AATD) B(BHL) o

n=0 C 2C.(C+1)

(3.13)

3.5 - Convergencia dela solucién:

Probaremos aqui que la solucion hallada converge paratodo x positivo y menor que 1. En efecto,
de acuerdo con lo visto en € apartado anterior, se puede establecer la siguiente relacion entre dos
coeficientes consecutivos

(1+n)(C+n) cw1 = (A+n)(B+n) cy
Podemos deducir de esta ecuacién gue la razén entre dos coeficientes consecutivos es.
Cv1 - (A+n)(B+n)
Cn (1+n)(C +n)
Multipliquemos por x en ambos miembros:
« = (A+n)(B+n)
Cn (1+n)(C +n)
Por la propiedad del médulo de un producto, es:

(3.14)

Cn+1 X

‘ Cnvl o :‘ (A+n)(B+n) ‘-lxl
Cn (1+n)(C +n)
Cuyo limite es:
im [ (AFMBHN) 1y = |x
nso| (1+n)(C+n)

De aqui deducimos que, para que la solucion converja, es condicion necesaria que sea | x | <1
(Criterio del cociente entre dos términos consecutivos de la serie).

Es decir que la solucién hallada es vélida para valores de x entre 0 y 1. Este resultado era de
esperar, ya gue la ecuacion tiene justamente un punto singular enx = 1.

R. Abascal - Andlisis de Sefialesy Sstemas
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3.6 - Ecuacion de Legendre:

La Ecuacion de Legendre es una ecuacion diferencial de segundo orden y coeficientes variables,
delaforma
(1-x°)y"-2xy +n(n+1)y=0

Pararesolverla, se la asimilaauna ecuacién hipergeométrica, paralo cual se efectiael cambio de
variable:
Xx=1-2t

L as relaciones que veremos a continuacion conducen a la solucion del problema. En primer [ugar
elevaremos x al cuadrado:

x> =1-4t + 4¢

A partir de aqui, los coeficientes multiplicadoresde y" e y' resultan, respectivamente:

1-x*= 4t (1-1t) y -2X = -2 + 4t
A suvez, ladiferencia de x es, obviamente:
dx = -2 dt,
y por lo tanto, también:
dt _ _ 1
dx 2
Como ahoralavariable est, expresaremos las derivadas sucesivas dey en funcion det:
o4y _dy dto_1dy o1,
dx dt dx 2 dt 2
Y'x = dy = dy dt = L Yt ['1—] = i Yt
dx dt dx 2 2 4

Al reemplazar todos estos valores en la ecuacion de Legendre, la misma queda asi:
t(1-t)y't-(2t-1)yr+ n(n+1)y:=0

Si comparamos esta ecuacion con la hipergeomeétrica (3.8), que hemos modificado previamente
cambiando el nombre de la variable x por t,

t(L-t)y"+[C-t-(A+B)t]y' - ABy =0
obtenemos el siguiente sistema auxiliar de ecuaciones:
c=1
A+B+1 =2
n(n+1) =-AB
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Para resolverlo, empezaremos por simplificar 1a segunda ecuacion.
A+B=1

Delaque resulta el siguiente subsistema, que relacionalas constantes A y B entre si:
A+B-=1
A.B=-n(n+1)

Por la simetria que presenta el mismo podemos el egir, indistintamente,
A =-n B=n+1
0 bien B=-n A=n+1l

Elegiremos la primera de estas relaciones y reemplazaremos los valores de A y B en la solucion
(3.13) de la hipergeométrica, en la cual, consecuentemente, también hemos cambiado el nombre
delavariablex por t:

y(t) = 2 ct" =1+ AB . A(A+1).B(B+1) 2,
n=0 C 1.2.C.(C+1)

A(A+1)(A+2).B(B+1)(B+2) s,
1.2.3.C.(C+1)(C+2)

Para obtener €l resultado en funcion de x debemos recordar que

+

t=_1 (1-x),
2

De este modo hallamos la solucion siguiente:
(1-x) _ n(-n+1)(n+1) (n+2) (1-x)*
2 1.2.1.2 4

y=1-n(n+1)

_n(-n+1)(-n+2)(n+1) (n+2)(n+3) (1-x)* ,
1.2.3.1.2.3 8
gue, ordenada adecuadamente, queda finalmente asi:
y = 1+n(n+1) (X1 4 n(n-1)(n+1) (n+2) (x-1)% .
2 21 . 2! 4
n(n-1)(n-2)(n+1) (n+2)(n+3) (x-1)*
3! . 3! 8

Si n es un numero entero positivo, la serie es finita, pues, como puede verse, los coeficientes se
anulan a partir de aquel en €l que aparece por primera vez €l binomio ( n- n). En tal caso, la
solucion de la ecuacién es un polinomio, que se conoce como Polinomio de Legendre.

+

R. Abascal - Andlisis de Sefialesy Sstemas
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3.7 - Polinomios de L egendre:

Calcularemos en forma directa algunos de |os polinomios de Legendre:
Si n =0, entonces:

Po(x) =1
Paran=1:

Pi(x) =1+2 (x-1) _ 1+x-1=x
2

Paran = 2:
2.3(x-1) 2.1.3.4(x-1)* _

Pz(X) =1+
2 (21)?.4

P(X) = 1+3x-3+—= (x®-2x+1) = & (3x%-1)
2 2

Para €l célculo de los coeficientes de mayor indice resulta préctico utilizar la siguiente formula
conocida como la Regla de Olinde Rodrigues, en homenaje a su descubridor:

1 d"
2" n dx"

A partir de €ella, obtenemaos, por g emplo:

P.(x) = (x*-1)" (3.15)

Paran=2

2
1 & (e.1y2= 19 51y2x=1 9 (4x-4x)

22 21 dx? 8 dx 8 dx

P2(x)=

P,(X) = —& (3x2-1)
2

Resultado que, como puede verse, coincide con el obtenido por calculo directo. De igual forma,

Paran=3, es , ,
Py(x)=—t 9 (x2.1)3o L & (e axti3x®o1)=
233 ax® 48 dx®
2
- 1 9 (exs-12x3+6x) = L 9 (30x'- 36x%+ 6)=
48 dx? 48 dx

Ps(x) = = (5x% - 3x)
2
Paran = 4,

Ps(x) = L (35x* - 302 + 3)
8
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Con similar procedimiento se determinan |os demés polinomios:

Ps(x) = L (635 - 70x% + 15x)

8

Ps(x) = _1 (231x° - 315x* + 105%2 - 5)
16

P, (x) = L (429" - 693x° + 315x° - 35x)
16

Pe(X) = — 1 (6435%° - 12012 x° + 6930 x* - 1260 %% + 35)
128
etc.

Representacion de los Polinomios de Legendre, en el intervalo (-1,1).

A
\
\\ PN AN Po (x)
X S — - PL(X)
ra 6— > — - —P2(x)
-1 /\\_)/>// —————— P3(x)
' ~
/ // ~ P4 (x)
/l ya
// /
|
v -1

3.8 - Propiedades de los polinomios de L egendre:
Polinomios pares e impares.

Segun que €l indice n sea par o impar, € polinomio respectivo resulta también par o impar,
como podemos comprobar observando |os polinomios descriptos en el apartado anterior.

En efecto, por laReglade O. Rodrigues, (3.15), es:

Pa(x)= L+ d e qyn (3.15)
n - .
2" nl dx"

También, cualquier potenciade ( x* - 1) esunafuncién par.

R. Abascal - Analisis de Sefales y Sistemas
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La derivada primera de una funcion par es una funcion impar. La derivada segunda es par. La
derivadatercera esimpar., etc. Por lo tanto, si n es par, la derivada enésima, sera unafuncién par.
Y en consecuencia el polinomio es también par.

Por el contrario, si n es impar, la derivada enésima de ( x* - 1) es una funcién impar, y
consecuentemente, también lo sera el polinomio respectivo.
Valor delos Polinomiospara x = #+ 1:

Como también se ve en la figura anterior, para x = 1 los polinomios de Legendre son siempre
igualesal,y parax = - 1, los mismos valen alternadamente, + 1y - 1. En efecto:

Po(1l) =Po(-1) =1
P(-1) =x = -1
P (1) =x= 1
P(1) = P(-1) = L (3x®-1) =1 (3-1) = 1
2 2
1

P:(1) = _1 (5X3-3x) =~ (5-3)=1
2 2

Py(-1) = L (5x°-3x) =_1 (-5 +3)=-1
2 2

Pa(1) = Py(-1) =1 (35x*-30x2 +3) = _L (35-30+3) = 1
8 8
etc.

Esto se puede expresar mediante la doble formula
{Pn(l) =1
Pa(-1) = (-1)"

3.9 - Propiedadesintegrales delos polinomios. Ortogonalidad:
L os polinomios de Legendre forman un conjunto ortogonal de funciones en €l intervalo

-1< x <1
Es decir:
1 =0 sSs n#m
[ Pu(x) . Pa(x) dx =
-1 #0 S n=m
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Para demostrarlo, recordemos que tanto P (x) como P, ( x ) son soluciones de la ecuacion de
Legendre, por lo que ambos deben satisfacerla. Podemos entonces hacer:

(1-%%) Ph(X)-2x Po(x)+n(n+1) P, (x)=0 (3.16)
(1-%X°) Pm(X)-2X Pn(x)+m(m+1) Pn(x) =0 (3.17)
Consideremos el producto (1 - x*) P, (x)
Si |o derivamos respecto de x, tenemos.
L (1= ) Pa)] = L (Pa(x) - X Po(] =
dx dx
= Ph(X) - 2X Po(x) - X2 Pa(x) = (1-x%) Ph(x)-2x Py(x)

El dltimo miembro de esta igualdad resulta ser idéntico a la primera parte de la ecuacion de
Legendre (3.16). Reemplazandolo en ella, podemos hacer alternativamente:

9 [(1-%) Po(x)] +n(n+1) P.(x) = 0

dx
A continuacién, multipliquemos ambos miembros por P, (X ), eintegremosentre-1y 1.
1 1
J (1 53) Pa(x)].Pn(x)d + [ n(n+1) Py(x)Pu(x)dx = 0
-1 dx -1

Pararesolver laprimeraintegral por partes, advirtiendo que
dPn(x) = Pn(x) dx,

podemos |lamar

VvV = Pn(X)
y u=(1-x*)Pn(x),
la ecuacion queda entonces asi: . .
Pr(X).(1-3)Pu(x)| - | (1-5%) Pa(x)dPn(x) +
. -1 -1
+n(n+1) ) Po(X)Pn(x) dx =0
-1

Aqui, el primer sumando es nulo, por serlo el binomio 1 - x* tanto parax = 1 como parax = -1.
Simplificandolo:

1 1
- (12 ) Pa(x) Pm(x) dx + n(n+1) ] Py(x) Pn(x) dx = 0
-1 -1
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Si repetiéramos todo |o actuado, pero a partir de la (3.17), tomando P, ( X ) en lugar de P, ( x ),
llegariamos a una ecuacion totalmente similar, salvo que los indices m y n apareceran
intercambiados entre si:

1 1
- (1 - %) Pa (X)) Pa(x)dx + m(m +1) | Pa(X)Pa(x) dx = O
-1 -1
Restando miembro a miembro las dos Ultimas ecuaciones, obtenemos:
1
[(n(n+1)-m(m+1)] | Pn(x)Pa(x) dx = 0
-1
Al anadlizar estaigualdad, vemosques m= n,y por lo tanto
n(n+1) #m(m+1),

la integral del primer miembro debe ser, necesariamente, nula. Si por € contario, m = n, y por
consiguiente el primer factor es igual a cero, se comprueba que, cualquiera sea el valor de n, la
normaN del conjunto ortogonal de funciones es siempreigual a

1
N =] [P(x)]Pdx = _2 _ (3.18)
-1 2n+ 1

L os siguientes gjemplos son ilustrativos al respecto:

Ejemplos:
1 1

Paran = 0: | [Po(x)]2dx =] dx = 2
1 1

1 1 1
3
sin=1 J[P(x)Pdx=] xdx=21| = 2_
-1 -1 3 -1 3
1 1 1
sin=2 | [pRO)Pd=2J(3-1)2dx=1 | (ox*-6x2 +1)dx =
1 4 1 4
1
:i[_g x5-2x3+x] :_l[_9-2+1+_9-2+l]:
4 ‘s 1 4 5 5
_ 1 18-20+10 _ 8 _ 2
4 5 20 5

Etc.
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Comprobamos que en todos los casos se va cumpliendo la igualdad (3.18). Reuniendo ambas
conclusiones en una férmula Unica, tenemos:
1 =0 s n=m

[ Pu(X) . Pa(x) dx =
-1 2

3.10 - Desarrollo de funciones en serie de Polinomios de L egendre:

Puesto gue los polinomios son ortogonales entre si, una funcion acotada y continua o con un
numero finito de discontinuidades, en €l intervalo (0, 1), puede ser expresada como una serie de
polinomios de Legendre. Es decir:

o0

f(X)=aP(X)+taaPi(x)+taP(x)+ ... +a,Py(x)+ ...ZZQPn(x)

N=0

Si en esta igualdad multiplicamos ambos miembros por Py, ( X ), e integramos entre -1 y +1,
todos los productos seran nulos salvo e que corresponde a n = m; obtenemos asi la siguiente
férmula que permite calcular an:

Jl 1

F(X) Po(x) dx = & [ Pa(x)Pm(x) dx - an 2
De aqui podemos despejar el valor respectivo de cada uno de |os coeficientes, a:

1 1 n=m 2m+1

1
Af(x)
a = 2N 5 (x) P(x) dx
2 -1
: 1
Ejemplo 1: Pulso cuadrado:
Sealafuncion:
> X
=0, s -1<xx<0 1
f(x) =
=1 s 0<x <1

En este caso, |os coeficientes de la serie responden ala férmula genérica:
1

a = 21 [ p(x) dx
2 o
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Procederemos a continuacion a calcular atitulo de jemplo, los primeros coeficientes:

&

a1

1 1
I ipx)yax=2 Jax= 2L
2 0 2 0 2
1 1 1
3 I P1(X)dx:ijx x = S x| = 3
2 0 2 0 4 0 4
1
ST (3x-1)dx =i[x3-x] =0
2 0 2 4 x=1
1
s Ii(5x3-3x)dx =1 [ix"’- ixzj = 1(5 6)= 7
2 02 4 L4 2 Jx=116 16
1
O [ (35x*-30x% + 3)dx =2 [7x4- 10 x° + 3x] =0
2 08 16 x=1
1
L (63x5-70x3+15x) dx = 1L [@ x® - Ex4+Ex2] =
2 08 16 U6 4 2 Jx=1
11 (63- 105 +45) =33 = 11
96 9% 32
1
13 | 1 (231x-315x4+105x%-5 )dx =
2 016
13 [ 231X7_ 315 X5+ 105 X3'5X] :E(M'63+35'5):0
2 L7 5 3 x=1 32
1
B [ 1 (420x7-693x5 +315%°-35x) dx =
2 016
15 [429 o 693 6, 315 4 §Xz] _
2 Usg 6 4 2 Jx=t
15 ( 429 693 , 315 -3_5]: 1> (429-934+630-140)=- >
2.8 6 4 27 2 256
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Lafigura siguiente representalos primeros coeficientes de la serie:

Coeficientes a,

0,8

0,6

0,4

02| I
(O T T T T T

0 1 2 4 5 6 8
-0,2

0,4 1

0,6 -

Por su parte, la representacion de la serie, tomando solamente los primeros ocho términos, es la
siguiente:
1,5 -

L)
o

D

\\V T T w\ A2 T T T T T T T T T 1
-1 -0,5 D 0,5 1

0,5 -

Ejemplo 2: Como segundo g/ emplo consideraremos la funcién:

f(x)=1 paa -1<x<1
fA(x)

»X
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En este caso, la expresion general de los coeficientes es:

1
a = 21 [p(x) dx
2 -1
Calcularemos los primeros, como antes:
1
=21 Jax=1 (1+1)=1
2 -1 2

Y laserie quedareducida a este primer término Unicamente: f(Xx) = a Po(x) =1

Este resultado era evidente, como podemos comprobar con solo observar lafigura del pulso entre
-1y + 1, rango de validez delaserie.

L os demas coeficientes deben ser nulos todos ellos. Efectivamente:

1 1 1
alzijpl(x)dxzij.xdx :_3x2 :_3(1-1):0
2 -1 2 -1 4 -1 4
1 1
aQ=£I_1(3x2-1)dx=_5[x3-x] = 0
2 12 4 1
1 1
a :lfi(5x3-3x)dx:_7[ix4-ix2]:l(5-3-5+3)20
2 2 4 V4 2 J.116
1
a =2 i(35x4-30x2+3)dx=i[7x4-10x3+ 3x] = 0
2 1 8 16 1

etc.

Como conclusién final podemos decir que, como la serie tiene un solo término, el desarrollo debe
ser exacto, |o que realmente ocurre como muestralafigura.

RS
Ejemplo 3: Pulso triangular:

=0 9 -1<x¢<0
f(x)=
=x, S 0<x <1

Laférmula genérica de los coeficientes es, en este caso: 0 1
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1
a = 2"l T yp(x) dx
2 0
Por lo tanto:
1 1
ao=i J xPo(x)dxz_1 dex =1
2 0 2 0 4
! 3
a =3 wx=3(x)=1
2 0 2 3 Jx=1 2
=) :i I_l 3x3-x)dx :_5[3 4-_1x2] :_5i: i
2 02 4 4 2 x=1 4 4 16
1
a = L Ii (5x*-3x%) dx =7 [x5 - x3] =0
2 02 4 X =1
1
a =2 [ L (35x5-30x + 3x)dx =
2 0 8
= i[§x6 30 a4 +ix2] :i[35-45+9]:-i:_i
16 L6 4 2 x=1 96 96 32
De modo similar obtendriamos | os siguientes coeficientes de orden par:
& = 13, % = - 8 _ 17’ etc.
256 2560 512

La representacion de la serie, limitada a sus diez primeros términos, es decir desde a, hasta a, es

lasiguiente (Lalinea punteada representala funcién origina):

mrmrr——t-+—+—T1 T L L

00204 06 08 1
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3.11 - Problemas:

3.11.1 - Dadalaecuacion diferencial
(x-a)?y"+ (x-a)y'e* -y cosx = 0

se pide:
a) Hallary resolver laecuacion indicial correspondiente.

b) Calcular los primeros coeficientes de la solucion.
Solucion:

a) Desarrollaremos las dos funciones de x alrededor del punto a= 0. Es decir:

2 3 4
e* = 1+x + X + X + X 4+ |

2! 3! 4l
-cosx:-1+x_2-x_4+x_6+
2! 4 6!
De aqui surgen los valores de los coeficientes o y Bk
oo = 1, a1= 1, a» = 0,5, az= 1/6, etc.
Bo = -1, B1= 0, B2 = 0,5, Bs= 0, etc.

Laecuacion indicial

Y2+ (o -1y + Po= 0
es aqui

y2 -1=0

cuyasoluciénes y = +1.Adoptaremos vy = 1

b) Calculo de los coeficientes:
Co = 1 ( Seadopta)

C1 = 'OC]_'Y"‘B]_ - .+
Y(y+1) + a(y+1) + o 3
C = (OCZ'Y+B2)+C1[OL]_ (’y+1)+B1] _ _1
(v+1)(y+2) + ao(y+2) 27

etc.

3.11.2 - Sealaecuacion diferencial

X2y"+y' x.cosx - (x*-2x+2)y =0
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Se pide:
a) Resolver laecuacion indicial
b) Hallar lostres primeros coeficientes de la solucion.
Respuestas.
a) Ecuacionindicial:
y2-y-2=0 Raices: Y1 = 2, Y2 = -1
b) Coeficientesdelasolucion:

Si adoptamos y = y; = 2

Co =1

cL=-2

C2:-27 etc.
40

3.11.3 - Dadala ecuacion diferencial
Xy" +3y'-i._y =0
4 1-x
se pide:
a) Expresarlacomo una ecuacion hipergeométrica.

b) Calcular los primeros coeficientes de la solucion como tal.
Solucion:
8) (1-x) xy" +(3-3x)y' - = y =0
4

Aqui tenemos:
C =3, A+B+1=3 y A.B= "

Una solucién de este sistema es
A=2L pB=3
2 2

b) Los coeficientes de la solucidn son:

Co = 1(Seadopta)
CL = _A B = i
C 4
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Cy = (A+1).(B+1)Cl: 15
2 (C+1) 128
Cs = (A+2).(B+2)C2: 35
3(C+2) 512
C = (A+3).(B+3)03: 735
4 (C+3) 16384

etc.

3.11.4 - Cualquier polinomio cuyos coeficientes sean todos reales puede ser desarrollado como
suma algebraica de Polinomios de Legendre. Se pide desarrollar de tal forma los polinomios
siguientes:

a) f(x)=x+2x*+x-1

Solucion: Los dos primeros monomios los obtenemos en funcidn, respectivamente de los
polinomios de Legendre

P(x) = X (3x%-1) y  Ps(x) =L (5% - 3x)
2 2
Haremos
2R+ Px)=x- 3 x+2x2-2 =t,(x)
5 3 5 3

Ahorarestemos este polinomio de lafuncion original, f ( x ). Ladiferenciaes:

f(x)-fa(x) =8 x-_1
5 3

Para completar lafuncion f ( x ), recurrimos alos polinomios P, y P4, asi:

F)=2Px)+ 2 Px)+ B rx)-L Porx)

5 3 5 3

b) f(x)=x"-4

o) f(x)=-3x3+2x*-3x-2

3.11.5 - Representar las parabolas siguientes en funcion de los polinomios de L egendre.

a y=4x°-1
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Solucion: Hagamos:
YyEAP(X)+ BP(x)=A (S x2-L1)ysB=4x-1

2 2
Determinacién de las constantes A y B:
3 A=4 L ooA=28
2 3
B-A =1 B=_1+ 4 -1
2 3 3
. _ 8 1
Respuestaa y = = P,(x) + —— Py(x)
3 3
b) y = 3x%-2

3.11.6 - Desarrollar las funciones siguientes en serie de Polinomios de L egendre:

a f(t) =t, paa-1<t<1
Gréficamente: F() A
! il p t
Solucion:

Obviamente, el desarrollo pedido es, enestecaso, f(t) = Py (t). En efecto:

1 1
o= L [ tr(t)ydt=L [ tdt =0
2 1 2 1
1 . 1
a=3] t2dt=23 U =1 (1+1)=1
> .1 > 3 ]a 2
1 1
o =5 | i(sts-t)dtzij[t«itz] -0
> 4 2 4 4 > Ja
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1
& =L i(5t4-3t2)dt: 0 et
2 12
by f(t) = |t} paa-1<t<1
Gréficamente:
f(t) A
e 1
Solucion: Tomar
= -tpaa-1<t<0
f(t) =
= tpaa 0<t<1
eintegrar.
Respuesta: aozi a=0 ag=i a=0
2
a4:-i a=0 etc
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Aplicaciones Matlab.
o Solucion de ecuaciones diferencial es de segundo orden. Ejemplos:

» % Resolver la ecuacion diferencial: y”(t) = 16 y(t)
» y = dsolve (' D2y=16%Y)
y = Cl*exp (4*t) + C2*exp (-4*t) % C1y C2 son constantes arbitrarias.

»
» y = dsolve (D2y + Dy = 2*)
y = Cl*exp (t) + C2*exp (-2*t)

»

» syms w % El comando syms permite introducir variables diferentes de las propias (y, t).
» y = dsolve (| D2y = -w"2*y "', 'y(0) =0")

y = C2*sin (w*t)

»
» y =dsolve ( D2y = -wN2*y ', 'y(0) = 1)
y = cos (wW*t) + C2*sin (w*t)

»
» y = dsolve (D2y + 6*Dy = -9*y''y(0) = 3)
y = 3*exp(-3*t)+C2*exp(-3*t)*t

» % Resolver la ecuacion diferencial de segundo orden:

» % y" + 2*t (t-a)*y' - t"2/(t-a)"2*y = 0

»Syms ty

»% Seaa=>5

» y = dsolve ('D2y + 2/(t-5)*Dy - 2/(t-5)"2*y = 0','y(0) = 0','Dy(0) = 2")

y = (2/3*t"3-10*t"2+50*t)/(t-5)"2

» Dy = diff (y)

Dy = (2*t"2 -20*t+50)/(t -5)"2 -2*(2/3*t"3 -10*t"2+50*t)/( -5)"3

» D2y = diff (Dy)

D2y = (4*t-20)/(t-5)"2-4*(2*t"2-20*t+50)/(t-5)"3+6*(2/3*t"3-10*t"2+50*1)/(t-5)"4

»

» % Verificacion del resultado: Llamemos; F = D2y + 2/(t-5)*Dy - 2/(t-5)"2*y

» F = D2y + 2/(t-5)*Dy - 2/(t-5)"2*y

F = (4*t-20)/(t-5)"2-4*(2*t"2-20*t+50)/(t-5)"3+4*(2/3*t"3-10*t"2+50*t)/(t-5)"4
+2/(t-5)*((2*t"2-20*t+50)/(t-5)"2-2*(2/3*t"3-10*t"2+50*t)/(t-5)"3)

» % Sea por ejemplo t = 2:

» F_2 = (4*2-20)/(2-5)"2-4*(2*2"2-20*2+50)/(2-5)"3+4*(2/3*2"3-10*2"2+50*2)/(2
-5)7M4+2/(2-5)*((2*272-20*2+50)/(2-5)"2-2*(2/3*2"3-10*272+50*2)/(2-5)"3)

F2= 0
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o Ecuacion diferencial de Legendre:

» % La Ecuacion de Legendre: (1- x™2)*y" - 2*x*y' + n*(n -1)*y = 0

» % es una ecuacion hipergeométrica: (x*(1-x)*y" + (C - x - (A + B)*X)*y' - A*B*y = 0
» % donde los coeficientes valen: C =1, A=-nyB =n+1.

»

» % Se trata de hallar la solucion de la ecuacidn de Legendre paran = 1:

» % Recuérdese que la instruccciéon DSOLVE requiere denominar t e y a las variables.
»syms Cl C2 t

» y = dsolve (' t*(1- t)*D2y + (1- 2*t)*Dy = 0 )

y = C1- C2*log (t)+C2*log (-1+t)

» % Verificaremos este resultado. Hagamos:

» z = diff (y)

z = - C2/t+C2/(-1+t)

» tR(L-t)*diff(z) + (1-2*t)*diff (y)

ans = t¥(1- t)*(C2/t™2 - C2/(-1+t)"2)+(1-2*t)*(- C2/t+C2/(-1+t1))

» % Esta ecuacion no indica en forma directa si la solucion es correcta.

» % Ensayemos asignar un valor arbitrario a la variable "t":

» t=3;

» tH(L-)*(C2/t™2-C2/(-1+1)7™2)+(1-2*t)*(-C2/t+C2/(-1+t))

ans =0

» % Otra posible forma de verificacion es aplicar la funcion: PLOT. En efecto:
» plot (t*(1-t)*(C2/t™2-C2/(-1+)N2)+(1-2*t)*(-C2/t+C2/(-1+t)))

» % entrega una linea coincidente con el eje de abscisas, es decir: y (t) = 0

o Verificar que el polinomio enésimo de Legendre es solucidn de la ecuacion de Legendre de
coeficiente n:

» syms t

» % Sea por ejemplo, n = 3. El polinomio enésimo es:

» P3 = (5/2*t™3 - 3/2*)

P3 = 5/2*t™3 - 3/2*t

» z = diff (P3)

z = 15/2*t"™2-3/2

» diff (2)

ans = 15*

» % La ecuacion de Legendre para n = 3 es: f = (1- t7™2)*D2y -2*t*Dy+12*y
» Yy = ((1- t7N2)*diff () - 2*t*z +12*P3)

y = 15%(1- t7™2)*t - 2*t%(15/2*t™2 - 3/2)+30*t ™3 -18*t

» % Verificaremos para un valor arbitrario de t. Por ejemplo,
»t=10;

» 15%(1- t7N2)* - 2*t*(15/2*t2 - 3/2)+30*1™3 -18*t

ans = 0
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o Caélculo de Polinomios de Legendre:

» % Sea, por ejemplo: n = 5. Utilizaremos la formula de O. Rodrigues.
» % P5 (t) = 1/(275*fact(5))* D5 ((t™2-1)75)

»factS = prod (1:1:5)

facts = 120

» syms t

» % Llamemos D5 = D5((t"2-1)5)

» D5 = diff(diff(diff(diff(diff((t™>2-1)"5)))))

D5 = 3840*t"™5+19200*(t"™2-1)*t~3+7200*(t™2-1) 2%t

» y = D5/(2™5*fact5)

y = tN5+5%(N2 -1)MNN3 +15/8* (N2 -1)7N 2%

» % Ordenando esta ecuacion, tenemos:

» % P5 = (1+5+15/8)*t ™5+ (-5-15/4)*t"™~3+15/8*t = 63/8 * t™5 - 35/4*t™~3 +15/8*t

o Verificar que & polinomio hallado es solucion de la ecuacion paran = 5:

» syms t

» P5 = 63/8 * t"™5 - 35/4* ™3 +15/8*t

P5 = 63/8*t™5 -35/4*t~3+15/8*t

» z = diff (P5)

z = 315/8*t™4 -105/4*t™2+15/8

» y = (1-t2)*diff (z) - 2*t*z+30*P5

y = (1- t"™N2)*(315/2*t3 -105/2*t) -2*t*(315/8*1™4 -105/4*17™2+15/8)+945/4*t ™5
- 525/2*t7™3+225/4*t

» % Verificaremos que esta solucion es correcta tomando cualquier valor arbitrario para t

» % Probemos haciendot =1

» =1

t= 1

» ((1- tN2)*(315/2*t3 -105/2*t) -2*t*(315/8*t ™4 -105/4*t"™2+15/8)+945/4*t™\5
- 25/2*t™\3+225/4*)

ans= 0

» % Probemos nuevamente haciendot = 3

»t=3

t= 3

» ((1- tN2)*(315/2*7N3 -105/2*) - 2*t*(315/8*tN4 -105/4*t™2+15/8)+945/4*t ™5
-525/2*t™\3+225/4*)

ans= O

» % Esta prueba es rapida, y en general aceptable porque elegimos t arbitrariamente. Sin
recurrir a programacion Matlab, la solucion correcta consiste en evaluar paso a paso la
funcion
» % F = (-315/2-315/4+945/4)%t\5 + (315/2+105/2+105/2-525/2)3 +

+ (105/2-15/4+225/4)*t = 0
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o Representacion de polinomios de Legendre:

63/8*x"5-35/4*x"3+15/8*x

» % Sea repreentar el Polinomio P5(x): L
» Yy = (63/8*x™5-35/4*x~3+15/8*x) o8
y = .
63/8*x™5-35/4*x"™3+15/8*x 0
» ezplot (y,-1,1) .
» 0.2

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 0.8 1
X

o Representar los polinomios P6 y P7:

» clear all

» Syms X

» P6 = 231/16*x7™6-315/16*x\4+105/16*x"™2-5/16
P6 =

231/16*x™6-315/16*x"™4+105/16*x"™2-5/16

» ezplot (P6,-1,1)

»

» P7 = 429/16*x™7-693/16*x™5+315/16*x™3-35/16*x
P7 =

429/16*x™7-693/16*x™5+315/16*x™3-35/16*X

» ezplot (P7, -1, 1)

»

231/16x"6-315/16"x4+105/16'x"2-5/16 420/16*X7-693/ 16 "5+315/16"%"3-35/16%
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o Desarrollar lafuncidn f(t) = | t | en serie de polinomios de Legendre.

» % Problema 3.11.6.b - Desarrollar la funcion f(x) = |x|

» % en serie de polinomios de Legendre.

» % Recordemos que el desarrollo en serie de polinomios de Legendre
» % es valido unicamente entre -1y 1.

»

» % Expresion de los polinomios de Legendre:

»P0=1;

» P1 =x;

» P2 = 1/2*%(3*x"2-1);

» P3 = 1/2*(5*x"3-3*X);

» P4 = 1/8*(35*x"4-30*x"2+3);

» P5 = 1/8*(63*x"5-70*x"3+15*X);

» P6 = 1/16*(231*x"6-315*x4+105*x"2-5);

» P7 = 1/16*(429*x"\7-693*x"5+315*x"3-35*X);

» P8 = 1/128*(6435*x"8-12012*x"6+6930*x"4-1260*x"2+35)
»

» % Calculo de los coeficientes:

» a0 = 1/2*(int(-x*P0,x,-1,0) + int(x*P0,x,0,1))

a0 =1/2

» al = 3/2*(int(-x*P1,x,-1,0) + int(x*P1,x,0,1))
al=0

» a2 = 5/2*(int(-x*P2,x,-1,0) + int(x*P2,x,0,1))
a2 = 5/8

» a3 = 7/2*(int(-x*P3,x,-1,0) + int(x*P3,x,0,1))
a3=0

» a4 = 9/2*(int(-x*P4,x,-1,0) + int(x*P4,x,0,1))
a4 = -3/16

» ab = 11/2*(int(-x*P5,%,-1,0) + int(x*P5,x,0,1))
a5=0

» a6 = 13/2*(int(-x*P6,x,-1,0) + int(x*P6,x,0,1))
a6 =13/128

» a7 = 15/2*(int(-x*P7,x,-1,0) + int(x*P7,x,0,1))
ar=20

» a8 = 17/2*(int(-x*P8,x,-1,0) + int(x*P8,x,0,1))
a8 = -17/256

»

» % Desarrollo de la funcidén (Omitimos los términos de coeficiente nulo):

»

» F=a0*P0 + a2*P2 + a4*P4 + a6*P6 + a8*P8

F = 2205/32768 +24255/8192*x"2 -105105/16384*x"4+63063/8192*x"6
-109395/32768*x"8

» %
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» % Representacion de la serie:
» ezplot (F)

» axis ([-1, 1, 0, 1))

» grid

2205/32768+24255/8192* ~~~ 2*x"6-109395/32768*x"8
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» % Verificacion del Problema 3.11.4.a: Desarrollo de un Polinomio de coeficientes
» % reales como suma de Polinomios de Legendre:

» Syms X

» f = xNN3+2%x N 2+x-1

f=

XIN3+2*X N2 +X-1

» PO = 1;

» P1=X;

» P2 = 1.5*x™2-0.5;

» P3 = 2.5*x™3-1.5%x;

» % El desarrolllo de f como suma de Polinomios Legendre es:
» g = 2/5*P3+4/3*P2+8/5*P1-1/3*P0O % En efecto:

g =

XNN3+HX+2*%X N 2-1

% Desarrollar la Parabola: y = 4*x™2, en suma de Polinomios de Legendre:
»y = 8/3*P2+4/3*PO

y =

4Fx N2




Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. 3.33
Parte 3 - Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden.

» % Verificacion del Problema 3.11.5.a: Desarrollo de la Pardbola y = 4*x™2-1
» % en funcion de los Polinomios de Legendre:

» Syms X

»y = 4*xN2-1;

» % El desarrollo es:

» yl = 8/3*P2+1/3*PO % En efecto:

yl=

4rxN2-1

» % Verificacion problema 3.11.1

» % Ecuacion diferencial (t-a)™2*y"+(t-a)*y*exp(t)-y*cos(t)=0
» % Valor de los coeficientes: ai, coeficientes del desarrollo de exp(t):
»a0 =1;

»al=1;

» a2=.5;

» a3=1/2/3

a3 = 0.1667

» a4=1/2/3/4

a4 = 0.0417

» ab=1/2/3/4/5

ab = 0.0083

» a6=1/2/3/4/5/6

a6 = 0.0014

» % Etc. Los coeficientes bi son los del desarrollo en serie de cos(t):
» b0=-1;

» b1=0;

» b2=1/2;

» b3=0;

» b4d=-1/2/3/4

b4 = -0.0417

» b5=0;

» b6=1/2/3/4/5/6

b6 = 0.0014

» % Adoptaremos:

» gamma = 1; %y

»c0 =1

» % Calculo de los coeficientes ci:

» ¢l = (-al*gamma+bl)/((gamma+a0)*(gamma-+1)+b0)
cl= -0.3333

» €2 = ((@a2*gamma-+b2)+cl*(al*(gamma+1)+bl))/(gamma+1+a0)/(gamma+-2)
c2= 0.0370
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» % Representar el desarrollo del pulso cuadrado del Apartado 3.10, Ejemplo 1:
» % Ingreso de los Polinomios de Legendre:

» PO = 1;

» P1 = X;

» P2 = 1/2*%(3*x™2-1);

» P3 = 1/2*(5*x\3-3*X);

» P4 = 1/8*(35*x™4-30*x ™ 2+3);

» P5 = 1/8*(63*x™5-70*x™3+15%*X);

» P6 = 1/16*(231*x™6-315*x ™ 4+105*x™2-5);

» P7 = 1/16*(429*x ™\ 7-693*x\5+315*x3-35*X);

» P8 = 1/128*(6435*x™8-12012*x™6+6930*x™4-1260*x ™ 2+35);
»

» % Célculo de los coeficientes ai:

» a0 = 0.5*int(P0,x,0,1)

a0 = 1/2

» al = 1.5*int(P1,x,0,1)
al = 3/4

» a2 = 2.5%Int(P2,x,0,1) % Los coeficientes pares son nulos.
a2= 20

» a3 = 3.5*int(P3,x,0,1)
a3 = -7/16

» ab = 5.5*int(P5,x,0,1)
ab= 11/32

» a7 = 7.5*int(P7,x,0,1)
a7 = -75/256

» % etc.

» % Representacion del desarrollo en serie:

» F = a0*P0 + al*P1 + a3*P3 + a5*P5 + a7*P7

F= 1/2+11025/4096*x-40425/4096*x™3+63063/4096*x~5-32175/4096*x ™7
» ezplot (F)

» axis ([ -1, 1, -0.2, 1.2])

» grid

1/2+11025/4096*x-40425 ~~~ 096*x"5-32175/4096*x"7
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